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Ce document est contitue de diverses notes, des exercices et de 
quelques sujets d’examens qui accompagnent un cours de mathe- 
matiques donne en seconde annee de premier cycle a l’INSA de 
Lyon. Toutes les remarques permettant d’ameliorer ce document 
seront bienvenues. 
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6.1 COURS 



6.1.1 Introduction 

6. 1.1.1 Resume 

Nous definissons les notions de forme bilineaire et de forme quadratique sur 
un espace vectoriel reel puis nous donnons, dans le cas de la dimension finie, 
1’ expression dans line base donnee, en fonction des coordonnees. 

Nous etudions ensuite le cas particular des formes quadratiques definies po- 
sitives et les formes bilineaires associees appelees produit scalaire et qui pro- 
longent le produit scalaire "geometrique" que vous connaissez deja. Nous 
generalisons alors les notions d’orthogonalite, de projection et donnons le 
procede de calcul de base orthonormees de Gram-Schmidt. 

Nous montrons enfin le theoreme spectral relatif a la diagonalisation des ma- 
trices symetriques a coefficients reels et l’appliquons a la reduction d’une 
forme quadratique definies sur un espace vectoriel de dimension finie. Nous 
definissons le couple d’entiers, appele signature de la forme quadratique, qui 
mesure le "signe" de la forme quadratique au sens on il donne la dimen- 
sion du plus grand sous-espace sur lequel elle est positive et du plus grand 
sous-espace sur lequel elle est negative. 

6. 1.1. 2 Positionnement mathematique 

Une notion centrale de ce corns est done la notion de forme quadratique, 
notion qui est a la base de la geometrie euclidienne, l’exemple le plus connu 
est le carre scalaire euclidien. 



La theorie des formes quadratiques n’est guere developpee avant la seconde 
moitie du XVIII 6 siecle. On les rencontre d’une part a propos du develop- 
pement de Taylor d’une fonction de plusieurs variables (Lagrange 1759), de 
la theorie des coniques et des quadriques et d’autre part dans les recherches 
arithmetiques sur les equations diophantiennes. 



En realite la notion de forme quadratique intervient dans toutes les parties 
des mathematiques, en particular cette notion est a la base de la geometrie 
riemannienne ou la forme quadratique est infinitesimale. Cette notion est a 
la base de la theorie des espace de Hilbert ou la forme quadratique est dehnie 
sur un espace vectoriel de dimension inhnie. 
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6.1.2 Formes bilineaires symetriques - formes quadra- 
tiques 

Dans toute la suite E est un espace vectoriel sur R. 



6. 1.2.1 Forme bilineaire symetrique 
Definition 6.1. 



cp est une forme bilineaire sur E si ip est une application de E x E dans R 
est lineaire "par rapport a chacune des variables", ce qui signifie : 

Vy E E, V(o' ,Q! )El V(x,x )gE p(a x + a x , y) = a <p(x , y) + a cp(x , y) 
\tx € E,V(/3',/?") G M 2 V(y',y") G E 2 p(x, ft' y + fi" y") = <p(x,y) + <p(x,y") 

Une forme bilineaire sur E est symetrique si de plus : 

V(x,y)eE (p(x,y) = <p(y,x) 



Remarque 6.1.1. Pour montrer la bilinearite d’une forme symetrique, il 
suffit de verifier la linear ite par rapport au premier argument. 



Consequence 1 



V(a'«")6l 2 V(a/ ,x)e E 2 V(/3' , p" ) G R 2 V(j/ , y" ) G E 2 

x +a x , p y +p y )= a p <p[x , y p p[x , y )+a p p[x , y )+a p (p{x , 
ip{a x +« x , p x +p x )= a /j <p{x , a; J+o p <p(a; , a; j+a p y(a; , x )+a p y(a; . 



Consequence 2 

Si est bilineaire sur E, pour tout element x de E, l’application 
J x : y G E — > ,/*.(?/) = tp(x,y) G R est lineaire. 
et pour tout element y de E, l’application 
J y : x G E — » J y (a;) = <p(x,y) G R est lineaire. 

Si de plus <p est symetrique alors J x = J y . 



Exemple de reference 6.1. 

E = R n ip(x,y) = x^! + x 2 y 2 + ■■■ + x n y n (6.1) 

ou R n est rapporte a la base canonique : x=(x\,Xo J ,...,x r f) et y=(yi,y2,---,y n ) 
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Exemple de reference 6.2. 



E = M[X] p(P,Q) = [ P(t)Q(t)dt (6.2) 

Jo 

E = Mn[X] <p(P, Q ) = /o 1 P(t)Q(t)dt V>( p , g) = fo 1 PWQfte-Ht 



6. 1.2. 2 Forme quadratique associee a une forme bilineaire syme- 
trique 

3efinition 6.2. 

Soit ip est une forme bilineaire symetrique p definie sur E, l’ application Q 
de E dans I Vi 6 E h Q(x) = p{.x,x) est appelee la forme quadratique 
associee a la forme bilineaire (p. 

Consequence 

Montrer que si Q est la forme quadratique associee a tp, alors on a : 

Q(kx) =k 2 Q(x) 

Q (x+y) = Q(x) + Q(y)+ 2 p (x, y) 

Q (x+y) + Q (x-y) = 2(Q (x)+ Q (y) ) 

Theoreme 6.1 ( Forme polaire de Q ). 

Une forme quadratique Q etant donnee sur E il existe une seule forme bilineaire 
symetrique a laquelle Q puisse etre associee. 

(x, y) e E x E i — > ^(Q(x + y) - Q(x) - Q{y )) = ^{Q(x + y) - Q(x - y)) 



D efinition 6.3. 

La forme bilineaire symetrique associee a Q appelee la forme polaire de Q. 



cas de l’exemple de reference (6.1) 

E = M n rapporte a la base canonique, Q(x)= x 2 +x| +...+X 2 si x=(x 1 ,x 2 ,...,x re ). 
Montrer l’identite, appelee identite du parallelogramme 

Q(x + y) + Q(x - y) = 2(Q(x) + Q(y )) 

Interpreter geometriquement cette identite puis verifier que cette identite est 
vraie pour toute forme quadratique. 
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6. 1.2.3 Ecriture polynomiale et ecriture matricielle d’une forme 
bilineaire symetrique en dimension finie 

Nous supposons ici que E est un espace vectoriel reel de dimension finie et 
nous donnons deux bases de E, B : (ei, e 2 , e n ), et B' : {e\ , e' 2 , e' n ). 

i=n i=n i=n i=n 

X G E X = X i e i = X i e i y eE y = Yl Vi6i = y i e 'i 
2=1 2 = 1 i — 1 z—1 





( Xi^ 




( x\ ^ 




(yi\ 




(y[\ 


x= 


X -2 


,X’= 


x' 2 


, Y= 


V2 


, Y’= 


1/2 




\Xn) 




Vn) 




\yj 




W/ 



ip forme bilineaire sur E 



Theoreme 6.2 ( Ecriture polynomiale de ip). 

Une forme bilineaire est une application qui s’ecrit en fonction des coordonnees 
( x i)i<i<n et (]Ji)i<i<n des vecteurs x et y dans une base B sous la forme : 

i,j=n 

ip(x, y)= a ijXjyj oil a i}j = ip{e h ef) (6.3) 

i,j = 1 

Si ip est symetrique 

i=n 

^pip^^y) y ^ eij^XiPi -\- y ^ aij (xiyj x 3 yf) 

i= 1 l<i<j<n 

demonstration. 

Verifier que 6.3 definit bien une forme bilineaire et que a^j = <p(ei, ef). Reci- 
proquement montrer que si la forme ip est bilineaire alors, si a h:) = ip(ei, ef) : 

i=n i=n i=n,j=n 

x = 'y^Xiei et y = ^ y % e % ip(x,y) = ^ a l . 3 x l y ] 

2—1 2=1 2=1,J = 1 

Compte tenu de &ij= & J: i on ecrit : 

i=n,j=n 

y ^ ^iyXjtjj y ^ e.-i t j {xjtjj -\ -Xjyf) 

i=l,j=l,#j 1 <i<j<n 



□ 
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Exemple de reference (6.2) 



On suppose E = M 2 [X] rapporte a la base canonique ( 1 ,X,X 2 ). Verifier que 
la forme polynomial de p definie dans l’exemple ( 6 . 2 ) s’ecrit en fonction des 
coordonnees (00,01,02) et (£>o, ^1 , ^2) de P et Q par : 

P(P, Q ) = a 0 ^ 0 + 2 ( a 0 ^ 1 + a l^o) + 2(00^2+01^1+00^2) + -(aifc 2 +a 2 &i) + -(a 2 fe 2 ) 

Theoreme 6.3 ( Ecriture matricielle d’une forme bilineaire). 

Une forme bilineaire p est caracterisee de maniere unique par la matrice carree 
A=(aij = (p(ei,ej))i<i<j< n . Si X et Y sont les matrices colonnes des coordon- 
nees de x et de y dans la base B = (ei, e 2 , ..., e n ) alors 



p(x,y) = XAY 


ou A = {aij 


p( e u ®j)) 


Definition 6.4. 


A est appelee la matrice de p dans la base B de E. 




/p(ei,ei) .. 
p{e 2 ,ei) .. 


P(ei,ej) .. 

p{e 2 ,ej) .. 


5 Gn) ^ 

^(e2,e n ) 




A = 


p(ei,e 1) .. 


p{e h ej) .. 








^92(677,, 6l) . . 


fy2(e n , Cj ) 


(pfenj &n) ) 





T heoreme 6.4. 

La forme bilineaire p est symetrique si et seulement si sa matrice est syme- 
trique 



Exemple de reference (6.2) 

On suppose E = M 2 [X] rapporte a la base canonique ( 1 ,X,X 2 ). Verifier que la 

matrice A de p est la matrice carree ( 3 , 3 ) de coefficients a ij = : 

i -\- j 1 

Theoreme 6.5 ( Changement de base). 

Soient Bet B' deux bases de E et A la matrice de l’ application bilineaire p dans 
(E ,B) . Alors la matrice de l’ application bilineaire p dans (E ,B ) est A ’= f - PA P 
oil P la matrice de passage de la base B a la base B' . 



demonstration. 

p{x,y) =* XAY =* (PX')A(PY') =* X'( t PAP)Y ' □ 
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6. 1.2.4 Ecriture polynomiale et matrice d’une forme quadratique 
en dimension finie 

Nous supposons toujours que E est un espace vector iel reel de dimension finie 
et que B : (ei, e 2 , •••, e n ) et B' : [e\ , e' 2 , e' n ) sont des bases de E. 



Theoreme 6.6 ( polyndme homogene de degre 2...). 

Une forme quadratique Q est une application de E dans M telle que Q(x) 
s ’exprime, dans une base B quelconque de E, sous la forme d’un polyndme 
homogene de degre 2 des coordonnees (xi,X 2 , • • ■ x n ) du vecteur x 



demonstration. 

Soit Q est la forme quadratique associee a la forme bilineaire p, selon le 
theoreme (6.4) et avec les notations de ce theoreme : 

x = (xi,X 2 , ■■■,x n ) dans la base B 



x 



<p(x, y ) == ^2 a i,i X iVi + 52 ai -j( X 'y.j + x jUi ) 

i=l 1 <i<j<n 



x » Q(x) = p(x, x) = ^22 a i,i X l + ^2 2a *’- 

l<i<j<n 



j x i x j 



i = 1 



□ 



Proposition 1. regie du dedoublement 

Si la forme quadratique Q est definie par le polyndme 

n 

Q( x ) = J2 CiX ? + Ci d x;x j 

i=l 1 <i<j<n 

la forme polaire p de Q est definie par le polyndme : 

<p( x i y) = '%2 CiXiyi + 52 Ci ’j XlYj y XjYi 



Definition 6.5. 

Par definition, la matrice d’une forme quadratique Q dans la base B est la 
matrice de la forme polaire associee a Q dans cette base. 

Consequences 

- La matrice d’une forme quadratique est symetrique 

- Q(x)= t XAX, X matrice colonne des coordonnees de x dans la base B 

- Si P est la matrice de passage de la base B a une base B\ la matrice 
de Q dans la base B ’ est 4 PAP . 
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6.1.3 Orthogonalite 

Soit Q une forme quadratique sur un espace vectoriel reel E et ip sa forme 
polaire. 



6. 1.3.1 Definition 



Definition 6.6. 


Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux a si (p(x, y) = 0. 

Une base de E, une famille de vecteurs de E est dite orthogonale dans (E, Q) 
si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux b 


“Si plusieurs formes quadratiques sont donnees, on precisera dans (E, Q) 
b (ej)ie/ orthogonale si V(i,j) € I x I ifj ==> <p(ei ,ef) = 0 




Remarque 6.1.2. 

Dans (E,Q), le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de E 




Exemple de reference 6.3. qui complete I’exemple (6.1). 




E = M n (p(x,y) =x 1 y 1 + x 2 y 2 + ... + x n y n 

La base canonique est orthogonale 


(6,4) 



Exemple de reference 6.4. () qui complete I’exemple (6.2). 

E = (C[0, 1], K) <p(f, g ) = f f{t)g(t)dt (6.5) 

Jo 

La famille ((sm2p7rx) p£ ^,( y cos2k7rx)k£?() est orthogonale. 



Theoreme 6.7. relation de Pythagore 
Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux dans (E, Q) si et seulement si 

Q(x) + Q(y) = Q{x + y). 

Exemple 6.1.1. Ecrire une generalisation du theoreme de Pythagore pour 
n vecteurs deux a deux orthogonaux. 

T heoreme 6 .8 . 

L ’ensemble de tons les vecteurs orthogonaux a un sous-ensemble A de E est un 
sous-espace vectoriel de E, note A- 1 -. 

De plus vect(A)" 1 = A- 1 
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6. 1.3. 2 Projection sur une droite vectorielle 



Proposition 2. 

Soit V\ un vecteur de E tel que Q(v i) ^ 0 alors : 

E = vect{v i) © vect{yi) L . 

Autrement dit, tout vecteur x deE s ’ecrit de maniere unique comme somme 
d’un vecteur colineaire a v\ et d’un vecteur orthogonal a v\ : 

x=p Vl (x) + y p Vl (x) = Xvi et tp(v 1} y) = 0 (6.6) 

Definition 6.7. projection orthogonale sur une droite vectorielle 

Supposons Q(v i) ^ 0, pour tout vecteur x, le vecteur p vi (x) defini par I’egalite 
(6.6) ci-dessus est appele la projection orthogonale de x sur la droite 
vectorielle engendree par v\. 



Theoreme 6.9. projection orthogonale sur une droite vectorielle 



Supposons Q(v\) 7^ 0, pour tout vecteur x, la projection orthogonale de x sur 
la droite vectorielle engendree par v\ est le vecteur p vi (x) avec : 



Pv i(ar) 



P(x,vi) 

<p{ vi,vi) Vl 



<p(z,vi) 

Q(vi) 



Vl 



exemple de reference 6.1 




exemple de reference 6.2 

Dans (M 3 [A"], || ||) ou || P || 2 = J 0 ' P 2 (t)dt determiner la projection orthogonale 
du vecteur P = X sur la droite vectorielle engendree par le vecteur Pq — 1. 
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Consequence 

Supposons E de dimension finie, le theoreme (6.9) permet d’etablir par re- 
currence l’existence d’une base (e^, e' 2 , ■ ■ ■ e' n ) de E dans laquelle la matrice 
de ip et de Q soit diagonale. Une telle base est orthogonale dans (E, Q ) et si 
x = x'ie[ alors Q s’exprime sous la forme dite reduite Q{x) — A ;x' 2 . 

l<i<n l<i<n 

II existe des methodes permettant d’ecrire Q sous forme reduite, mais nous 
developpons dans la derniere partie de ce cours une autre methode de reduc- 
tion qui de plus a de bonnes proprietes "geometriques". 

6.1.4 Produit scalaire 

Soit Q une forme quadratique sur un espace vectoriel reel E et (p sa forme 
polaire. 



6. 1.4.1 Definition 

Definition 6.8. 

La forme quadratique Q est positive, si Vx G E 0 < Q(x) 

La forme quadratique Q est definie positive, si Vx G E \ {Oe} 0 < Q(x). 



Q positive est definie positive si et seulement si Q(x) = 0 x = 0^- 

Definition 6.9. 

Une forme bilineaire symetrique sur E est un produit scalaire sur E si la 
forme quadratique associee est definie positive. 

exemple de reference 6.1 

La forme bilineaire (x, y) G x M n i— ► <p(x,y)= x 1 y 1 +x 2 y 2 i - x n y n est un 
produit scalaire. 

exemple de reference 6.2 

TT 

La forme bilineaire ( P,Q ) G R n [Df] x M n [X] i— »• <p(P,Q) = J Q P(t)Q(t)dt est 

un produit scalaire. 



6. 1.4. 2 Procede d’orthogonalisation de Gram-Schmidt 

Nous nous plagons dans tout ce paragraphe dans un espace E muni d’un 
produit scalaire tp associe a la forme quadratique Q. 
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T heoreme 6.10. 

Dans un espace muni d’un produit scalaire, toute famille orthogonale formee 
de vecteurs non nuls est libre. 



Definition 6.10. projection sur un sous-espace vectoriel 
Si a E s’ecrit comme somme directe d’un sous-espace vectoriel F et de son 
orthogonal. 

E = F® F ± . 

alors tout vecteur x de E s ’ecrit de maniere unique sous la forme : 
x = pF(x)+y ou Pf{x) G F et y <E F x 

On dit que Pf(x) est la projection orthogonale de x sur F. 

“Cette propriety est vraie des que F est de dimension finie 

Theoreme 6.11. Sous-espace engendre par p vecteurs orthogonaux 
Etant donnee une famille finie de vecteurs ■ ■ ■ ,v p non nuls et deux a deux 
orthogonaux, E s’ecrit comme somme directe du sous-espace vectoriel F = 
vector i, ■ ■ • ,Vp) et de son orthogonal. 

La projection orthogonale d’un vecteur x de E sur F, est alors la somme des 
projection de x sur chacune des droites vectorielles engendrees par les Vi : 

i=p 

Pf{x ) = ^2p Vi (x)vi. 
i = 1 

Theoreme 6.12. Procede d’orthogonalisation de Schmidt 
Soient k un entier non nul, (wi,W 2 , ■ ■ ■ ,Wk) une famille libre dans E, il existe 
une famille {v\,V 2 , ■ ■ ■ ,Vk) de vecteurs unitaires deux a deux orthogonaux telle 
que pour tout entier j inferieur a k 

vect (vi,V 2 , ...,Vj) = vect (uq, iu 2 , ■■■, wf) 

demonstration. 



Vl = w i 

/ \ ¥»(^2,Ul) 

v 2 = w 2 - p vi (w 2 ) = w 2 ( ' fl 

Qiv i) 

Si on suppose determinee une famille de r-1 vecteurs 2 a 2 orthogonaux, qui 
verifient la condition 

1 < j < r — 1 vect (t’i , v 2 , ..., Vj) = vect(iyi, w 2 , ■■■, wf) 
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pour obtenir une famille de r vecteurs, on introduit v r tel que : 



v r = w r 



r)= 



U=l Q{vj) Vj 



alors v r ^ Oe sinon w r appartiendrait a vect(ui,U 2 , ...,u r _i). 

Pour tout entier i strictement inferieur a r, <p(v r ,Vi) = 0. (ui,u 2 , ... ,v r -i ) est 
formee de vecteurs 2 a 2 orthogonaux non nuls. 

Cette famille lib re de r vecteurs de vect(wii, ui 2 , ..., w r ) en forme une base. O 11 
conclut par recurrence. □ 



Exemple 6.1.2. 

Construire a partir de la base (1, A", A" 2 ) de M 2 [A] , une base orthogonale pour 
la forme quadratique definie dans l’exemple de reference (6.2) 



6. 1.4.3 Projection sur un sous-espace de dimension finie 
Proposition 3. 

E etant muni d’un produit scalaire, tout sous-espace vectoriel F de dimension 
finie admet une base orthogonale. 



Theoreme 6.13. projection sur un sous-espace vectoriel de dimension finie 
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E alors : 

E = F® F- 1 . 

la projection orthogonale d’un vecteur x de E sur F s’obtient en determinant 
une base orthogonale de F ; par le procede de Gram-schmidt puis en appliquant 
le theoreme (6.11). 



6. 1.4.4 Inegalites 

Nous consiclerons un produit scalaire (p sur un espace vectoriel reel, E, et Q 
la forme quadratique associee. 



Theoreme 6.14 ( inegalite de Cauchy- Schwarz). 
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